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Estratto dalla Rivista di Matematica - inno 1891, pag. 87-102. 


Sul concetto di numero. 


Nota I di G. Peano. 



La natura delle varie specie di numeri è più o meno ampiamente 
svolta in ogni trattato di aritmetica e di algebra ; e questa questione 
fu l’oggetto di ricerche speciali di innumerevoli matematici e filosofi. 
Molte delle discussioni fatte si riducono a semplici logomachie. Ma 
negli ultimi anni, per opera di illustri scienziati, che menzioneremo 
in seguito, la questione fu. trattata con strumenti sempre più perfe¬ 
zionati, e posta su basi più solide; e se al giorno d’oggi sussiste ancora 
qualche conti-addizione fra le opinioni di questi autori, e qualche in¬ 
certezza, già però si può intravederne la soluzione completa. 

Nei miei Arithmetices principia espressi in forinole di logica la 
teoria dei numeri interi positivi, dei fratti e degli irrazionali. Intro¬ 
ducendo però qualche cenno della teoria delle operazioni (funzioni), 
alcune proprietà dei numeri si possono far dipendere da altre più ge¬ 
nerali, e trattare sotto forma più concisa. Nella presente Nota intendo 
appunto di trattare questi punti, e di aggiungere tutto quelle osserva¬ 
zioni e discussioni che paionmi utili su questo argomento. Questa Nota 
fa seguito a quella di pag. 24, e ne conserva l’ordinamento. Ogni § 
contiene una serie di formole, intelligibili a chi ha lette le formolo 
precedenti. Però esse sono seguite da opportune osservazioni. 


§ 1. — Corrispondenze. 


Essendo a e b delle classi, con a\b intenderemo « segno che messo 
dopo un a produce un b. » 

1. a, b e K . o .'. a. e a\b . = : x e a . o x . x a t b. 

2. » . a £ a\b .x, yea.x — y:o.xx = ya 


3. » » : o . aa = y £ (xt a . xa = y : -= x a) 
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Osservazioni. 

Questo § contiene alcuni cenni sulle corrispondenze. Si ha una cor¬ 
rispondenza dalla classe a alla classe b, se ad ogni individuo della 
classe a corrisponde un individuo y della classe b. Queste parole non 
costituiscono una definizione, poiché l’idea di corrispondenza, o rappre¬ 
sentazione, o operazione, o funzione, 6 del tutto semplice e primitiva. 

ente conispondente ad x si indica spesso facendo precedere x da un 
segno (alcune parole), come: sena:, Ioga:, la grandezza dia:, il padre 
di «, ecc.; ovvero facendo seguire a: da un segno, come: x\, x\ e i 
due ultimi esempi precedenti, tradotti in latino. 

Invece della espressione « segno che premesso ad un a produce 
un b » scriveremo 6/a; e scriveremo a\b invece delle parole « segno' 
che messo dopo un ente qualunque della classe a, lo trasforma in un b. » 
Cosi si ha * log « q/Q . che significa « log è un segno che messo da¬ 
vanti a un numero positivo produce un numero reale » ossia « qua- 
unque sia il numero positivo a:, Ioga: è un numero reale »; e si ha: 

. e N ,N che significa « il segno ! messo dopo un numero intero positivo 
produce un numero intero positivo. » In questa Nota ci conviene con¬ 
siderare solamente i segni db. Quindi: 

1° * Essendo a e b due classi, dire che a è un a\b significa dire 
che, preso ad arbitrio un individuo x nella classe a, la scrittura aia rap¬ 
presenta un individuo della classe b. » 

. QuCSt f- Proposizione si può esprimere in simboli di logica. L’ipotesi 
e « a e b sono classi » che si indica con a, bsK. La tesi è l’ugua¬ 
glianza fra la proposizione « a è un a\b, » che si indica con « a £ a\b » 
e la « qualunque si sia a: nella classe a, » « è un b, » che si indica 
formolo ea ' 0a ” xaeb ‘ * Sostituendo si ha la prop. 1 sopra scritta in 

Affinché a rappresenti effettivamente una operazione sugli a, è ne¬ 
cessario che eseguita su certi enti eguali, produca risultati eguali, ossia: 

2° «Chiamando a e b due classi, se a è un a\b, e sex e y sono 
due individui della classe a, eguali fra loro, sarà a: a = y a. » 


Così, essendo m ed n due numeri interi, colla scrittura 


VI 

n 


possiamo 

indicare o « l’insieme dei due numeri scritti l’uno sopra l’altro » o 
« il numero razionale cosi indicato. » Nel primo caso ha significato la 
parola « il numeratore della frazione »; nel secondo caso questa espres¬ 
sione non ha più significato. Analogamente, intesa al modo solito la 
eguaglianza di due vettori, si potrà parlare, p. e., della lunghezza di 
un vettore, ma le espressioni «origine d’un vettore», «retta che lo 
contiene», non rappresentano funzioni d’un vettore. 
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Le proposizioni 1 e 2 esprimono le proprietà fondamentali delle ope¬ 
razioni a\b, e si possono assumere come definizione di questo segno. 

Se « è un segno di operazione che trasforma gli a in b, con a a in¬ 
tenderemo, seguendo il Dedekind (*), l'insieme degli enti a: a, ove x 
assume tutti i valori nella classe a. Questa definizione si può enunciare 
in simboli. 

Avendo a , b, a. il solito significato, essa si può esprimere: « Affer¬ 
mare che y è un a a significa che esiste un individuo (almeno) x della 
classe a tale che xa valga y, » ossia: 

(y £ a a) = (esiste un x della classe a tale che xm = y). 

Il secondo membro di questa eguaglianza logica si può esprimere 
« dire che a: è un a e che xa=,y non è, rispetto ad x, assurdo » 
ossia: 

x £ a. x a. = y:- = xA , 

Quindi la definizione ad enunciarsi si scrive : 

(y e a a) = (a; e a . x a = y : - = * A ). 

E volendo avere nel primo membro non la proposizione « y è un a a > 
ma la sola classe a a, basta trasportare il segno yt dal primo nel se¬ 
condo membro, coprendolo con una lineetta (Formule di Logica S 5) 
e si avrà: ’ * ’ 

aa^y£(x£a.xcc = y:-=, xA ) 

« aa è l’insieme degli enti y tali che esiste un x appartenente alla a 
e il cui corrispondente è y. » 

Si ha così la prop. 3. 

In conseguenza, ricordando le notazioni del § 3 dei Principii di 
Logica mat. (pag. 3): 

N* significa « i numeri quadrati, » cioè « i quadrati dei numeri 
interi » ; 

N 3 » « i numeri cubi » ; 

N ! ’ * 11 sistema dei numeri 1, 2, 6, 24, 120, ecc. » 

Generalizzando alquanto questa notazione, si ha: 

ain.o.fl + N= (numero intero maggiore di a), 

a, b £ n . o . a -+- nb = (numeri congrui ad a rispetto al modulo b ). 

So s è una classe, Ks significa l’insieme delle infinite classi della 


(1) Was sind und icas sollen die Zahlen? 
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forma xs, ove x sia una classe _qualunque. Ma le classi xs sono le classi 
contenute in s ; quindi : 

Ks = (classi contenute in s). 

Si ha parimenti : 

logQ = q, 

sen q = (l’intervallo da — 1 a -t- 1). 

I segni di funzione godono di numerose proprietà; veggasi il § 2 
della già menzionata opera del Dedekind, i miei Arithmetices principia 
pag. XIII, e la Démonstr. de l’intégràbilité etc., pag. 189. 


§ 2. — Numeri interi e positivi (N). 

Il segno N si legga numero (intero e positivo ), 

» 1 » uno. 

Essendo a un numero, «-(-si legga il successivo di a. 

Proposizioni primitive. 

1. lfN 

2. +£N\N 

3. a,6£N.a + = ÌH-:o.a = i 

4. 1-£N-+- 

5. s£K.lfs.s-t-os:o.Nos. 

Conseguenze immediate. 

6. ofN.D.o + iN 

7. a, Ò£N.a = 6:o.«-f- = ò-f- 

8. a, 6eN.£>:« = &. = .a-t- = &-H 

9. » ,a- = b:o.a-h- = b-+- 

10. s£K.lfs.N-$- = A:o.\£C£S.a;-t- 

Osservazioni. 

I primi numeri che si presentano, e con cui si formano tutti gli 
altri, sono gli interi e positiv i. E la prima questione si è : possiamo noi 
definire l’unità, il numero, la somma di due numeri? La definizione 
comune di numero, che è l’Euclidea, c numero è l’aggregato di piu 
jyjità, » può servire come schiarimento, ma non è soddisfacente come 
definizione. Invero un bambino, a pochi anni usa le parole uno, due, 


j [P2 = P6-P7J 

[= P7 P3] 
[=P3] 
-£s:- = x a[= P5] 
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tre, ecc.; in seguito adopera la parola numero; solo molto più tardi nel 
suo dizionario comparisce la parola aggregato. E nello stesso ordine, 
come insegna la filologia, ci sono presentate queste parole nello sviluppo 
delle lingue ariane. Quindi, dal lato pratico la questione parrai risoluta; 
ossia, non conviene in un insegnamento dare alcuna definizione del 
numer o, essendo questa idea chiarissima agli allievi, e ogni defini¬ 
zione non avendo che l’effetto di confonderla. E di questa opinione è 
pure la maggior parte degli autori. 

Dal lato teorico, per decidere la questione della definizione, occorre 
sia detto prima di quali idee ci possiamo serv ire. Qui si suppongono 
note le sole idee rappresentate dai segni ^ ( e ), L (o), - (non), e (è), ecc., 
di cui si è trattato nella Nota precedente. E allora il numero non si 
può definire, poiché è evidente che comunque si combinino fra loro 
quelle parole non si potrà mai avere una espressione equivalente a 
numero. Però, se il numero non si può definire, si possono enunciare 
qnglle_proprietà da cui .de rivano come consegnenza tut te lo inaumere- 
voli e ben note proprietà dei numeri 

I concetti, adunque, che non definiamo sono quelli di numero, N, )1 U/n' ' i 0 N 
d\ unità, 1, e di successivo d’un numero a, che qui si indica per un ■ ' 

istante con a -K Questi concetti non si possono ottenere per deduzione; * J u - y 11 ■ -,. ; , fc 
bisogna ottenerli p ei induzione l'astrazione ). Il successivo di a si è qui 
indicato con a -+-, invece che con «-+-1, come d’uso; e ciò si è fatto 
per indicare con un segno solo, -t-, l’operazione fondamentale « sue 
cessivo di. » Del resto nel § seguente, definita la somma a -t- b di due 
numeri, ne risulta che a -t-1 vale appunto a -+-, cioè il successivo di a, 
e cosi si ritorna alle solite notazioni. 

Le proposizioni primitive, vale a dire le proposizioni esprimenti le 
più semplici proprietà dei numeri interi, da cui derivano tutte le altre, 
sono : 

1. « L’unità è un numero. » 

2. c li segno -+- messo dopo un numero produce un numero. » -à-cei 

3. « Se a e b sono due numeri, e se i loro successivi sono eguali, 

anche essi sono eguali. » 

4. * L’unità non segue alcun numero. » ^ ^ 

5. * Se s è una classe, contenente l’unità, e se la classo formata ] 

dai successivi di s è contenuta in s, allora ogni numero è contenuto 

nella classe s. » 

Di queste proposizioni la 1 non ha bisogno di schiarimento. La P2 
equivale, per quanto si 6 detto nel § prec., all’insieme delle due: 

6. « Se a è un N, anche a-i- è un N. » 

7. « Se a e b sono N, fra loro eguali, anche i loro successivi 

sono eguali. » 
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L’insieme delle prop. 3 e 7 vale: 

8. « Essendo a e b due numeri, dire che a = b significa dire 
ci H— = b ~f—. » 

È chiaro che P8 = P3-'P7. Possiamo però, per semplice esercizio, 
esaminare con quali trasformazioni si passi da queste due ultime alla 
prima. La prop. 7 

«,6fN.n = ì:a.a + = 6 + , 

in virtù d’una forinola (Logica, § 2 P19), si può pure scrivere 
T a,6tN.o:a=6.o,a + = lH- 

c Essendo a e b due numeri, allora, se essi sono eguali, anche i 
loro successivi sono eguali. » 

La prop. 3, colla stessa trasformazione diventa: 

3' a,!»£N.o:oH- = ii + 1 3.a = ì. 

Allora per un’altra forinola (Logica, § 2 P18), l’insieme delle 7' e 3', 
che hanno la stessa ipotesi, equivale alla proposizione sola: 

8' er,Ò£N.o.'.a = ò.o.a-f- = ò-t-:«-+- = ò-t-.o.o = ò 

« Essendo a e b due numeri, allora da a = b si deduce a -+- = b -+-, 
e viceversa. » Quindi (Logica, § 2 PI), la 8' si trasforma nella 8. 

La prop. 3 dice che l’operazione -t- è simile, ossia se i risultati sono 
eguali, anche i numeri da cui si è partito lo sono. Trasportando la 
tesi nel primo membro, e la seconda parte dell’ipotesi nel secondo 
membro, cosa permessa (.Formale di logica, § 4 P28 ; vedasi pure Prin- 
cipii di logica, § 4 PII), si ottiene la 

9. « Se a e b sono numeri diseguali, anche i loro successivi sono 
disegnali. » 

La prop. 5 si può pure enunciare: 

< Se s ò una proprietà (dei numeri), e se 1’unità ha questa pro¬ 
prietà, e se tutte le volte che un numero ha questa proprietà, anche 
il successivo la possiede; allora ogni numero ha la proprietà s. • 

0 ancora: 

« La classe dei numeri ò la più piccola delle classi contenenti l’unità 
e contenenti il successivo d’ogni ente che vi appartiene. > 

Trasportando convenientemente delle proposizioni dall’uno all’altro 
membro, essa diventa: 

10. « Se s è una classe che contiene l’unità, ma non tutti i nu¬ 
meri (vale a dire se esistono degli N che non sono degli s), allora esiste 
un individuo x della classe s, il cui successivo x -+- non appartiene più 
a questa classe. » 

Questa proprietà è comunemente chiamata la regola di induzione 
matematica. Essa è intuitiva, e non si può ridurre ad altre più semplici. 
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Le proposizioni primitive che precedono sono dovute al Dedekind, 
op. cit. n. 71; c’è però una lieve differenza nell’enunciato della nostra 
prop. 5 (che è la B del Dedekixd), sulla quale non ci arresteremo. Esse 
nella sostanza sono identiche a quelle da me esposte negli Arith. prime. ì 
salvochè l’introduzione del segno cip permette di semplificarne la forma. 

Queste proposizioni esprimono le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè gli enti di un sistema si possano far corrispondere univoca¬ 
mente alla serie degli N ; e si possono anche enunciare così : 

1. Ad un ente particolare del sistema si sia dato il nome 1. 

2. Sia definita un’operazione per cui ad ogni ente a del sistema 
ne corrisponda un’altro, a- 1 -, pure del sistema. 

3. E che due enti, i cui corrispondenti sono eguali, siano eguali. 

4. L’ente chiamato 1 non sia il corrispondente di alcuno. 

5. E infine che essa sia la classe comune a tutte le classi $ che 
contengono l’individuo 1, e che, contenendo un individuo, contengono 
pure il corrispondente. 

E facile il vedere c he queste condizioni sono indipendent i. Sulle 
prime due non v’ha dubbio. L a 3 non è v erificata per ogni oper azione, 
essendovi delle operazioni (come elevazione a quadrato, integrazione, ecc.) 
che non vi soddisfano. 

Che la 4 non sia conseguenza delle precedenti, risulta dal fatto che 
la classe dei numeri interi, positivi negativi e compreso lo zero, sod¬ 
disfa alle prime 3 e non alla 4. 

Per formare una classe di enti che soddisfino alle 1, 2, 3 e 4, e 
non alla 5, basta al sistema degli N aggiungere un altro sistema di 
enti che soddisfino alle condizioni 2, 3 e 4; così la classe formata dai 
numeri interi positivi N, e dai numeri immaginarii della forma i -+- N, 
cioè che si ottengono aggiungendo all’unità immaginaria un numero 
intero positivo qualunque, soddisfa alle condizioni precedenti la s e non 
a questa. Per far vedere che la 4 non è nemmeno conseguenza delle 
1,. 2, 3 e 5, si considerino le radici dell'equazione x n = 1 ; si chiami 
prima radicu^^vero 1) la radice immaginaria avente il più piccolo 

argomento ; e si chiami successiva d’una radice a il prodotto di a 

per la prima radice; saranno verificate le condizioni 1, 2, 3 e 5, e non 
la 4, essendo la prima radice anche la successiva della n ma . Lo stesso 
esempio si può enunciare sotto foma volgare coi nomi delle ore; l’ora 
prima è la successiva della 12®. Perciò gli enti per cui sono verificate 
le condizioni 1, 2, 3 e 5, ma non la 4, non corrispondono univocamente 
ai numeri interi, ma, si potrebbe dimostrare, sono in numero limitato. 
Per ve dere in fine come la c ondizione 3® non sia conseguenza delle 1, 
2, 4 e 5, si considerino i numeri 1, 2 e 3, e si chiami successivo di 1 
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il 2, successivo di 2 il 3, e successivo di 3 il 3 stesso. Saranno veri¬ 
ficate tutte le condizioni, tolta la 3*. 

Fra quanto precede, e quanto dice il Dedekixd, vi ha una contrad¬ 
dizione apparente, che conviene subito rilevare. Qui non si definisce 
il numero, ma se ne enunciano le proprietà fondamentali. Invece il 
Dedekixd definisce il numero, e precisamente chiama numero ciò che 
soddisfa alle condizioni predette. Evidentemente le due cose coincidono. 


§ 3. — Addizione. 


Definizioni. 


1. S£K.«£s\«.àfs:o.aal = a* 

2. » » » . ò £ N : o. a(b -h) = (a a b) a. 


Teorema. 


3. s £ K . « £ s\s. a £ s . b e N : o . a a b e s 
[(1) Hp. b = 1. PI : o. Ts. 

(2) Hp. aaò£s.P2:o.«a(ò -t-) e s. 


(1) o (2) o § 2 P5 . o . P3] 

Conseguenze. 




5. a,&£N.o.a+(6+) = (a + 6)+ [ » P2 = P5] 

5' » . 0 . a -t- (b -+-1) = (a -+- b) -t- 1 


6 . 


. 0 . a -hb £ N 


P3 = PG] 


» 


> 


Teorema. 


7. s £ K . a f s\s . a £ s . b, c £ N : o . (a ab) ol c = a a (b -ì- c) 

[(1) Hp. c = 1. PI. P2 : o . Ts. 

(2) Hp. (a a b) a c = a a (b-hc) : o . ((a ab) a. c) a. = (a a \b- he)) a 


(3) 


Hp. (1) . (3) : o . Ts.] 


> 



Teorema. 



Teorema. 

*)• a, f N . o . fl ■+■ b — b -j- a. 
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Osservazioni. 

Date le idee precedentemente introdotte, possiamo definire l'addi¬ 
zione. Prima comincieremo dal definire le operazioni ripetute. Nelle 
prop. 1, 2, 3 si suppone che s sia una classe; a un segno d’operazione 
che ad ogni s faccia corrispondere pure un s; e a sia un s. Allora, 
essendo b un N, con a ab vogliamo indicare ciò che sì ottiene eseguendo 
su a l’operazione a, b volte di seguito. In conseguenza, se a è un nu¬ 
mero, a + J rappresenta ciò che si ottiene eseguendo b volte su a la 
operazione ossia il successivo di a, d’ordine b, vale a dire la somma 
di a e di b. Ancora, se a è un uomo, e con ap indichiamo « il padre 
di a, » con ap2, ap'à,... si indicherà rispettivamente il nonno, il bis¬ 
nonno, ecc. Si noti che la scrittura a ab, ove si vogliano separare i 
tre segni con parentesi, si dovrà scrivere a(a b), e non [a a)b, che non 
avrebbe significato. 

Per tradurre in simboli la definizione ora espressa a parole di a ab, 
comincieremo dal caso di b = 1, e porremo 

1. « Nelle ipotesi enunciate, a a 1 significa a a. » 

Poi ammesso che cosa significhi a ab per un certo valore del nu¬ 
mero b, si definisce la stessa operazione quando al posto di b si legga 
il suo successivo: 

2. « Nelle stesse ipotesi, a a (b -I-) significa ciò che si ottiene ese¬ 
guendo su a ab ancora una volto l’operazione a. » 

A completare queste definizioni occorre il teorema 

3. « Nelle stesse ipotesi, essendo b un N, sarà a ab un individuo 
della classe s. » 

« Infatti, per b = 1, a causa della def. 1, la cosa è vera. E se b è 
numero per cui a ab sia un s, a causa della def. 2, anche 
sarà un s. Quindi, per la legge d’induzione, la proposizione è vera, 
qualunque si sia b. > 

Ne risultano come conseguenze: 

4. « Essendo a un numero, a + 1 indica il successivo di a. 
Invero basta nella PI al posto di s cd a leggere N e onde avere 
la prop. a dimostrarsi. » 

Colla stessa sostituzione dalla 2 si ricava la 5, che si può anche 
scrivere sotto la forma 5', e dalla 3 la 6. 

Un altro teorema sulle operazioni ripetute è il 

7. « Conservando s, a, a il precedente significato, ed essendo b 
e c due numeri, allora l’eseguire su a l’operazione a, b volte, e sul 
risultato la stessa operazione c volte, equivale ad eseguire l'opera¬ 
zione a, b-t-c volte. » 
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La dimostrazione, che si fa pure per induzione, è simile a quella 
della P3. 

Facendo nella 7 la solita sostituzione si ha la P8, che esprime la 
proprietà associativa della somma. 

La prop. 9, che ne esprime la proprietà commutativa, trovasi di¬ 
mostrata sempre per induzione nel § 1, prop. 24 e 25 degli Arith. pr., 
a cui rimando il lettore, non avendo da farci alcuna modificazione. 
Così si hanno le proprietà fondamentali dell’addizione. 

Le proprietà 8 e 9 sono, in alcuni trattati d’Aritmetica (come in 
quello del Bertrand), date senza dimostrazione, come un principio; e 
credo che questo sia ben fatto in un insegnamento secondario. Le di¬ 
mostrazioni contenute in altri trattati non sono soddisfacenti. Cosi per 
dimostrare che a -t- b = b h- a, il ragionamento 

« Infatti la serie di a unità alle quali siano state aggiunte b unità 

J 2 3 a 1 2 b 

1 + 1 + 1 + ... -f 1 + 1 + 1 + .„ 1 

guardata da destra a sinistra, non è altra cosa che la serie di b unità 
alle quali sono state aggiunte a unità, » 

non è trasformabile in alcuna delle forme note di ragionamento; ed 
è forse più chiaro ammettere la proposizione a dimostrarsi che la va¬ 
lidità di quel ragionamento. 

Le dimostrazioni rigorose di queste proprietà, e che noi abbiamo 
riportate, devonsi a II. Grassmann (* *). Esse furono poi ripetute da 
Hankel ( 2 ), Peirce, Dedekixd, ecc., il quale ultimo enunciò pure il 
principio di induzione matematica, di cui gli altri si servivano « nach 
einer bekannten Schlussweise », senza enunciarlo esplicitamente. 

§ 4. — Maggiori e Minori. 

a, b, c,... f N . o .•. 


Definizioni. 

1. b~>a. = .bea-+- N 

2. a < b . = . b > a. 


(1) Lehrbuch der Arithmelik, Berlin 1861. 

(*) Vorles. u. d. Complexen Zahlen. 
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Teoremi. 


3. 

a-f-h 

> a. 


4. 

a < b 

.6<c:o. 

a < c. 

5. 

a<b 

.o.a-t-c<6-t-c. 

6. 

a<b 

.c<d: o. 

a-+-c<h-4-d. 

7. 

a = 1 

.o.a> 1. 


8. 

a = b. 

a > 6. 

y-> .a <b. 

9. 

a = b 

. a > b : = 

A. 

10. 

a = b. 

, a < b : = 

A. 

11. 

a>b. 

, a < b : = 

A. 


Osservazioni. 

Indicando con a, b,... degli N, si dice (PI) che b è maggiore di a , 
se b è uno dei numeri che si ottengono aggiungendo ad a un numero 
(intero positivo). E, P2, che a < b, quando b > a. Le relazioni > e < 
soddisfano ai teoremi 3-11, la cui interpretazione è assai tacile e di cui 
si tralascia per brevità la dimostrazione. 


§ 5. — Dello zero e dell’ixversione. 


1 . s sìL. a s 8\s. a s s : a . a aO = a 

2. O£N.3.fl + 0 = a 


[Def.] 

[(”’t) P1 - P2 J 


Definizione dell’inversione. 

3. a, b e K . a e a\b . y f 6 : o . y « — =x £ (xa = y') 

3' » » » :o .yà=ya — 

Teoremi. 

4. » » » :o:xsy a. — . = .x a = y [P3 = P4] 

5. sfK.a, a. £ s\s . x £ s : O . x aa = x 

6. » » » : o . a: a a = a; 

7. » » » .o.x a-= x et 

8. » » » .6eN:o.cca — bes §3 P3 . o . P7] 

* » » : o. x{a. b —) = x(a — b). 


9. 



Osservazioni. 


La scrittura a ab, già definita nel § 3 quando b è un N, si definirà 
ora per 6 = 0, e, in certi casi, per 6 negativo. 

1. « Essendo s una classe, ed a un’operazione che trasforma gli s 
in s, ed a un s, allora porremo, per definizione, che a tx. 0 valga a. > La 
forinola a a 0 si potrà leggere ciò che si ottiene eseguendo su a 1'ope¬ 
razione a, nessuna volta. 

2. « Leggendo nella precedente N e + al posto di s e a, si 
ottiene che, essendo a un numero, a -t- 0, cioè il successivo di a d’or¬ 
dine 0, vale a. * 

3. « Essendo a e 6 due classi, ed a una rappresentazione degli a 
nei 6, ed y un individuo della classe 6, con y a. — intenderemo la classe 
degli individui x, il cui corrispondente x a vale y. » 

3' « E, per comodità, scriveremo anche y a invece di y a —. » 

La prop. 3 contiene pertanto la definizione dell'inversione; la nuova 
funzione a —, ovvero a, dicesi l’inversa della funzione a, e si può leg¬ 
gere « a inversa. » Fra breve il segno d’inversione — si potrà leggere 
meno, e indicherà i numeri negativi, e la sottrazione. Il secondo 
modo, a, d’indicare l’inverso di «, si può considerare come derivato 
dal primo, scrivendo il segno d’inversione — sopra la «, invece che 
dopo. Realmente però la notazione a, per indicare la funzione inversa 
di «, ò dovuta al Dedekind. 

La scrittura y a — ò composta di tre segni ; volendola decomporre 
colle parentesi, si dovrà scrivere y[a. —), cioè su y si deve eseguire 
1 operazione a —, e non in (y a) —, che non avrebbe significato. Come 
esempi di inversione, se xp indica « il padre di a?, » yp — indicherà 
« i figli di y » ; e poiché x -t- indica il numero seguente x, ne risulta 
che y h -indica il numero che precede y (Vedasi la def. § 6 P6). 

La prop. 3, ove ai due membri della tesi si facciano precedere da 
x e, diventa 

4. « Nelle stesse ipotesi, affermare che x è un y a .—, significa 
che x a vale y. » 

Dato y nella classe 6 può avvenire che y a — non rappresenti alcun 
ente ; ciò avviene se y non è il corrispondente di alcun individuo della 
classe a, cioè se y non appartiene alla classe a a. Può avvenire che 
ve ne siano parecchi, formanti una classe, e può avvenire che ve ne 
sia uno solo. In quest’ultimo caso, se x« = y, si dovrà scrivere x = yà, 
e non xaya, essendo x il solo corrispondente di y nella relazione «. 

È importante il caso in cui ad ogni individuo x della classe a cor¬ 
risponde un y = x a della 6, e viceversa, ad ogni y della classe 6 cor¬ 
risponde un solo x = yà della a, ossia in cui « f «\6 e à e b\a. In questo 




— 99 — 

caso la corrispondenza dicesi univoca e reciproca , ovvero, secondo il 
Dedekind, simile. 

5. * Essendo s una classe, e a una trasformazione degli s in s, 
simile, cioè se anche a fa corrispondere ad ogni s un s, ed x è un s, 
sarà a; « « = a;, » 

6. «eajcta = a:»; 

vale a dire, eseguire prima l’operazione diretta e poi l’inversa, ovvero 
prima l’inversa e poi la diretta, è come non fare alcuna operazione. 
La 6 è anche vera per le rappresentazioni non simili. 

7. « La funzione inversa dell’inversa di « è la a. » 

8. « Avendo s, a. e x il solito significato, ed essendo b un nu¬ 
mero, la scrittura tea — b rappresenta un s. Invero, basta nella prop. 3 
del § 3, al posto di a leggere la funzione inversa di a. » 

La scrittura tea — b rappresenta adunque ciò che si ottiene eseguendo 
su x l’operazione a, invertita, b volte. Volendosi decomporre il gruppo 
precedente di quattro lettere, si dovrà scrivere: 

x [(a —)ò] , ovvero x : a — . b. 

L’insieme del segno d’inversione —, e del numero positivo b è ciò 
che si chiama numero negativo. Quindi il segno — 5 ha il significato 
« invertire, e poi ripetere cinque volte. » Così, se xp indica « il padre 
di x, » la scrittura xp — 2 significa « il figlio del tiglio di tc » ; e se x 
è un numero, x-\ -5, significa « ciò che si ottiene facendo l’opera¬ 

zione inversa di successivo di x, cinque volte t ossia « il numero pre¬ 
cedente x di cinque posti. » Non avremo bisogno di introdurre alcun 
nuovo segno per indicare * numero negativo, » bastandoci la notaz. —N. 

9. « Conservando le notazioni della prop. precedente, allora ri¬ 
petere l’operazione a, b volte, e poi invertire l’operazione risultante, 
equivale a invertire la a, e poi ripetere b volte. » 

Si ommette la dimostrazione, che si può dare per induzione. 


§ 6. — Degli n (numeri interi). 
Definizioni. 

1. n = NoOvj— N 

2. 0 -t- 1 = 1 

3. - 1 -+-1 =0 

4. asN.O. — (a + l) + l= — a 


5. -+-£n\n 

G. cun.o.a — = aH- 


IDcf.] 


Teoremi. 
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7. — t n\n 

8. s s K. a, à s s\s . a e s. b £ n: o. a u b e s. 

9. a, b £ n . o . a -+- b, a — b £ n. 

10. s f K . «, « £ s\s. a £ s . b, c £ n ; o. (a a. b) a c = a a. (6 -+- c). 


Spiegazioni. 


1* * Indicheremo colla lettera n l’insieme degli N (numeri interi 
positivi), dello 0 (zero), e dei — N (numeri interi negativi). » 

Si vogliono disporre per ordine questi numeri, ossia si vuol definire 
1 espressione o+ o a-hi (successivo di a), anche quando a ò nullo o 
negativo. Perciò (P2), si fa l’unità successiva di zero, (P3), lo zero 
successivo di — 1, e (P4), se a è un numero positivo, il successivo di 
( a I) s ^ a a ‘ Ne risulta (P5) che —i— è il segno d'operazione che 
seguendo un n qualunque, riproduce un n. Converremo poi (P6) di 

scrivere a invece di a h -, cioè di precedente a. Ne risulta che 

(P7), il segno , che è attualmente l’inverso del -+-, seguendo un n 
riproduce un n. 

(18) « Essendo s una classe, a una trasformazione univoca e reci¬ 
proca degli s in loro stessi, a un s, e b un numero intero (positivo o 
nullo o negativo), a a.b rappresenta un s. » Questa proposizione con¬ 
tiene in sè le § 3 P3, § 5 PI e § 5 P7. 

Ne lisulta come conseguenza, supponendo che l’operazione a coin¬ 
cida successivamente colle operazioni -t- e —, che (P9), « essendo a 
e b due n qualunque, anche a -+- b e a — b sono degli n, » ossia è de¬ 
finita la somma e la dift’ei'enza di due n qualunque. 

Qui sarebbe opportuno l’enunciare e dimostrare le proprietà dell’ad¬ 
dizione e sottrazione degli n; ma noi lascieremo in disparte questa 
trattazione. 


§7. — Prodotto e Potenze. 


Definizione. 


1 . 

1 ’ 


fl,Ì£n.o.aXi = 0[(+ a)b] 
» . aò = a X & 


Teoremi. 


2. a, òfn.o.aX^fn 

3. a, b, c £ n. o . ab -h ac = a(b c) 

4. a, b e n. o . ab = ba. 



§6 PIO. o . P3] 
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5. s e K . a. £ s\s . a c s . b, c s N : o . a [(a ò)c] = a [a (b X c)] 

5' » .a, Si s\s » . b, c i n : o. » 

6. a, b, c £ n . o . (a X b) X c = a X (ò X c) 


Definizione. 


7. afn.ft£N:o.fl‘ = l [(X a)ò] 


Teoremi. 

8. a £ n . 6 f N : o . a b e n . 


[( 


n X« 1 


)§3P3.o.P8] 

§3P7 . o . P9] 
§7 P5. o . PIO] 


s a a 


9. a e n . b, c s N. o. a b a c = a b + c 
10. » . o. ( a b ) c = a hc 


» 


» 


11. a, b e n . c e N : o. ( àb) c = a c b c . 


Osservazioni. 


1. « Indicando a eb due n, per loro prodotto «Xi intenderemo 
ciò che si ottiene eseguendo su 0 l'operazione -4-a, b volte. » 

2. « Qualunque si siano a e b, la scrittura a X & rappresenta 
un n determinato, come si ricava dalla prop. 8 del § 6, ove si sup¬ 
ponga che s indichi la classe degli n, l’operazione a sia -+-a, cioè ag¬ 
giungere a, e all’a di quella proposizione si sostituisca 0. » 

Si noti che la def. 1 è affatto generale, ed applicabile qualunque 
siano i segni di a e b. Quindi, per definizione, aX3=0+a+a+a, 
cioè a -+- a -+- a, qualunque si sia a, positivo o negativo ; e per avere 
a X (— 3) si dovrà eseguire su 0 l’operazione -ha, invertita, tre volte, 
ossia si dovrà eseguire tre volte l’operazione — a, e si avi’à 0— a — a — a. 
Ne deriva immediatamente la regola dei segni. 

La definizione, assai comune, « moltiplicare un numero a per un 
numero b significa eseguire sopra a le operazioni che si sono eseguite 
sull’unità per avere b, » non è soddisfacente, poiché dire che un’ope¬ 
razione (o complesso di operazioni, funzione) eseguita sull’unità dà per 
risultato b, non determina la natura di questa operazione, e quindi non 
si può sapere il risultato di essa eseguita su a. In altre parole, se f è 
un segno di funzione, dal sapere che f(l) = b, nulla si può dedurre sul 
valore di f(a) } essendo a diverso dall’unità. 

Noi non svilupperemo qui le proprietà della moltiplicazione, ma 
accenneremo quelle sole che sono conseguenza immediata di proposi¬ 
zioni precedenti. 

Facendo la solita sostituzione nella PIO del § 6 si ha la P3, esprimente 
la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione. 
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La P4 esprime la proprietà commutativa della moltiplicazione. La 
dimostrazione data dal Dirichlet ( Teoria dei numeri, pag. 1) non si 
può ridurre a ragionamento di logica pura; essa, secondo PIIankel, 
è dedotta * dure li eine im Grande geometrische Construction. » Si trova 
riprodotta nell’Aritmetica del Baltzer. La dimostrazione contenuta 
nell’Aritmetica del Bertrand, a rigore, prova puramente che 3X5 
= 5X3; ma si intuisce come essa si possa generalizzare ; e cercando 
di enunciarla in generale e ridurla a forma di sillogismi, si ricado 
anche qui in quella data dal Grassmann, riprodotta in seguito da tanti 
autori, ed espressa in forinole di logica negli Arith. principia, § 4, 
prop. 5 e 6. 

5. « Sia s una classe, a una trasformazione degli s in s, a un 
individuo della classe s, b e e dei numeri positivi. Allora ha significato 
l’operazione ab, cioè l’operazione a ripetuta b volte; ed ha pure signi¬ 
ficato la ( ab)c, cioè l’operazione ab ripetuta c volte; e questa opera¬ 
zione vale l’operazione a ripetuta b X c volte. * 

La 5' estende la prop. precedente, per b e c negativi, supposta 
l’operazione a simile. 

Dalla prop. 5 si deduce la proprietà associativa della moltiplica¬ 
zione, espressa dalla 6. 

7. « Essendo a un n e b un N, con a b intenderemo ciò che si 
ottiene ripetendo su 1 l’operazione X», b volte. » 

Risultano subito, da prop. precedenti sulle operazioni, le prop. 8, 
9, 10. La prop. 11 si può dimostrare per induzione. 


Tip. Guadagnili! e Candelieri), via Gaudeniio Ferrari, 3 - Torino. 











